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Indénombrabilité de R

Le but de ce devoir est de montrer qu’il existe une bijection entre l’ensemble des réels R et
l’ensemble des parties de N noté P(N) et d’en déduire que R est non dénombrable.

Exercice I

1. Soit (un)n∈N∗ une suite non constante d’éléments de {0; 1} et Sn =
∑n
i=1

ui
2i . Montrer que

Sn ≤ Tn avec Tn =
∑n
i=1

(
1
2

)i. En déduire que

lim
n→+∞

Sn ∈]0, 1[

2. Montrer que pour tout réel x ∈]0, 1[ il existe une suite (un)n∈N∗ d’éléments de {0; 1} telle que

x = lim
N→+∞

N∑
n=1

un
2n

3. Soit B l’ensemble des réels de ]0; 1[ pour lesquels il existe deux suites différentes (un)n∈N∗ et
(vn)n∈N∗ telles que

x = lim
N→+∞

N∑
n=1

un
2n

= lim
N→+∞

N∑
n=1

vn
2n

Montrer qu’il existe une bijection de ]0, 1[rB dans ]0, 1[.

Exercice II

1. Montrer qu’il existe une bijection entre P(N) et l’ensemble des applications de N∗ dans {0; 1}
que l’on note F(N∗, {0; 1})

2. Montrer que F(N∗, {0; 1}) et ]0, 1[ sont en bijection.

3. Montrer que P(N) et R sont en bijection.

Exercice III

1. Montrer que N et P(N) ne sont pas en bijection. On pourra supposer qu’une telle bijection f
existe et considérer l’ensemble

A = {x ∈ N, x 6∈ f(x)}

2. En déduire que R n’est pas dénombrable.


