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Corrigé

Exercice 1

Soit (uy,) et (v,) deux suites de Cauchy. Soit € > 0. Comme (uy,) est de Cauchy il existe un rang
N1 € N tel que pour tous enties p et g tels que ¢ > p > Ny on ait |ug — up| < 5. Comme (v,) est
de Cauchy il existe un rang No € N tel que pour tous entiers p et ¢ tels que ¢ > p > N on ait
|ug — up| < 5. Posons N = max{Ny, No} alors ¢ > p > N implique

[(ug +vg) = (up +vp)| = [(ug — up) + (vg — vp)| < ug —up| + vy —vy| <

donc (uy, + vy,) est de Cauchy.

Exercice 11
Soit A € R.

e Si A <0 alors €™t > A est toujours vrai puisque e2"*! > 0. Posons alors N = 0.

e Sinon A > 0 posons alors N = E(%) + 1 (ou O si cette quantité est négative) alors
n > N entraine les 3 lignes suivantes

In(A) —1

>
" 2

2n+1>1nA

e2ntl > 4

donc VA € R, AN €N, n > N = 2"l > A ce qui montre que lim e?"t! = +c0.

Exercice 111

Pour tout n € N* on a % > 0 donc u,, > —1 ainsi {u,, n € N*} est minoré par —1.
Supposons qu’il existe un minorant m > —1 de cet ensemble. Soit n un entier impair supérieur
a %4—1 alors % —1 < m donc u,, < m ce qui est en contradiction avec le fait que m est un minorant.
Par suite —1 est le plus grand des minorants de {u,, n € N*} c’est donc la borne inférieure de
cet ensemble.

Il n’y a pas de plus petit élément car —1 & {u,, n € N*}.

Exercice IV

On considere u, = vn+1—+/n—1 pour n € N*



1. Soit f la fonction définie sur [2, 4+o00[ par
flz)=vz+1—-va-1
on a
- 1 1 _Vr—1—-+vz+1
S22Vl 2V -1 2VarlVr—1
Comme vz — 1 < v/z + 1 et que le dénominateur est strictement positif, il vient f’'(z) < 0 donc f

est décroissante sur [2, +oo[ ainsi (u,) est décroissante des n > 2. D’autre part u; = v2 > /3 —1
donc (uy,) est décroissante.

f'(=)

2. Ona+vn+1 > +/n—1 donc u, > 0, comme la suite est en outre décroissante, elle est
convergente.

3. Soit (H,) I'hypothese v, = vVn+ 1+ /n — 1.
e (H,) est vraie puisque V2=uv=v2+V1-1.
e Supposons que (H,,) soit vraie alors v, = Vn+1+ vn—1alors v, +upy1 = Vn+1+4 Vn—
1+vn+2—y/ndoncv,i1 =+vn+2++vn+1—1. donc (Hy,y1) est vraie.
4. Soit (H,) 'hypothese uy + ...+ u, = v,
e (H;) est vraie puisque u; = v/2 = v,

e Supposons que (H,,) soit vraie alors u1+...4+u, = v, alors u; +. . .+ Uy +upt1 = Vp+uppr =
Un41 donc (H,41) est vraie.

Ainsi uq + - -+ + uy, = v, or limv,, = +o0 donc lim(uy + ... + uy,) = +00.
5. Ona
Uy,  Vn+l—vn-—1

Wn, V1/n

(n+1)—(n—-1)
VIi/n(VnF1+vn—1)
2

Vi/n(vn+14++/n—1)
2

Vi+1l/n+/1-1/n

or lim(y/1 +1/n ++/1 —1/n) = 2 donc lim

w2 =1 donc (un) ~ (wy).



