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Suites récurrentes

Soient a, b et ¢ trois réels. On considere la suite (u,)nen définie par

Ug = a
u1:b
U9 = C

Upt1 = Up + Up_1 — Up_2 POUr 1 > 2

Dans ce devoir, on se propose d’étudier (uy)nen-

Exercice 1

On considere la matrice P et, pour tout n > 2, le vecteur X,, définis par

1 1 1 U,
P=| -1 1 0 et X, = | up_1
1 1 -1 Un—2

1. Trouver une matrice A telle que X,, 41 = AX,,.
2. Calculer P!

3. Notons J = P~'AP. Montrer que

-1 0 O
J = 0 1 1
0 0 1
4. On note
-1 0 0 0 0 O
D= 01 0 et N=]10 0 1
0 0 1 0 0 O
a . Montrer que DN = ND
b . Calculer D™ pour tout entier n > 1.

Montrer que N? est la matrice nulle. En déduire N™ pour tout entier n > 2

d . Montrer que J" = D" +nD" ! N. En déduire que A" = P(D"™ +nD""1N)P~1.

¢]

5. En déduire 'expression de A™ pour tout entier n > 2.

6. En déduire X,, en fonction de a, b ¢ et n pour tout n > 2.



Exercice 11

1. En utilisant 'exercice I, montrer que
(=" 3 = 1 (=1 (=)™ 1 =n
un—( 1 +4 5 et |3 5 b+ 1 4—|—2 c (1)

2. Donner une nouvelle démontration de (1) en procédant par récurrence.

3. A quelle condition sur a, b et ¢, la suite (uy, )neny admet-elle une limite ? La calculer en fonction
de a, b et c.

4. Dans cette question on suppose que a = ¢ et b # 2a + 2¢. Soit (v, )nen soit une sous-suite de
(un)nen. Montrer que si (v, )nen converge alors sa limite est a ou b.

5. Discuter la monotonie de (u,)nen en fonction de a, b et c.



