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Devoir 2

correction

Exercice 1

1. Sid=0alors c # 0 sans quoi la suite n’est pas définie, donc d = 0. Ainsi u,41 = £ pour tout
entier n € N. On se place desormais dans le cas ou d # 0. Soit n € N, on a

al, + b adu,, + bd
cuy, +d d(cuy, + d)
beu,, + bd
d(cuy, + d)
bcu, +d
d cuy, +d
b

d

ainsi Vn € N, u,41 = b ce qui équivaut a Vn € N*, u,, = b, donc (uy,)nen est bien constante deés
son second terme.

2. Ona
b

a
Unt1 = Zln + P

a. Si(up)nen n'est pas arithmétique alors a # d. Dans ce cas

a b
Unt1 = Eun+3+a
a b
= E(vn—a)—ka-i-a
a a b
= Stn—Satota

11 suffit de poser o = ﬁ pour avoir vp41 = 4vy.

b.

Premier cas : a =d, alors (uy)nen est arithmétique de raison g ainsi

un:uo—l—nE

Deuxiéme cas : a # d, la question précédente donne

b
a—d

Up = Up —

. ’ 7 . . a . _ b . .
avec (Up)nen suite géométrique de raison g et de premier terme vy = ug + —a Ainsi

Up = u—i—L b '
O P a—d




donc

Monotonie :
Premier cas : a = d, alors (u,)nen est croissante si g > 0 et décroissante si % <0.

Deuxiéme cas : a # d, alors

e Si = <0, la suite n’est pas monotone
e Si 25 € [0,1], la suite est croissante si ugp + a—ﬁd < 0 et décroissante si ug + ﬁ >0

e Si ﬁ > 1, la suite est décroissante si ug + a—ﬁd < 0 et croissante si ug + ﬁ >0
Limite :
Premier cas : a = d, alors limu,, = 400 si % >0 et limu,, = —o0 si g <0.

Deuxiéme cas : a # d, alors
e Si Ld < —1, la suite n’a pas de limite

e Si -t €] —1,1[, la suite converge vers — £

e Si —= =1, la suite converge vers uy.

b

e Si a—fd > 1, la suite tend vers +oo si ug + ﬁ > 0, vers —oo si ug + a—fd > 0 et vers ——2—

SiUQ—Fﬁ:O.

Exercice 11

1. La fonction f est dérivable sur R ~\ {—%} comme quotient de fonctions dérivables.

ad — be

fi(w) = (cx + d)?

Comme ad — be # 0 la dérivée est soit strictement positive, soit strictement négative. La fonction
f est donc strictement monotone.

En outre lim,_,_4y+ = 400 et lim,_,_a)- = —o0 ou le contraire. Comme
lm_f(r) = lm_f(r)=7
1m = 1m = —
T——00 v r—+00 . C

il vient f(] — oo, —%[) =]%,+oo[ et f (]—%,+00[) =]—00, %[ ou le contraire. Donc

TR N

La fonction f est continue, strictement monotone et I'image de I’ensemble de départ est ’ensemble
d’arrivée, donc f est une bijection.



2. On note

Soit
i) (un)nen est définie
it) Vn € N, ug # vy,

Montrons que (i) = (i¢). Comme la suite est définie, en particulier pour tout n le terme w41 est
défini donc f™ (ug) = u,, # —2 ainsi

w7 (=)

Cc

donc ug # vy,.
Montrons que (ii) = (i). Pour tout n, on a u,_; # (f~Hr~1 (%) donc u, est définie.
Comme tous les termes sont définis, la suite est définie.

3. Supposons que (uy,)neny admet une limite I € R alors (u,41)neny admet la méme limite. Donc

lialer
cd+d
ainsi
>+ (d-a)l—b=0 (1)
4.

a . Notons (H,) I'hypothése u,, = ug. Raisonnons par récurrence.
o (Hp) est vraie.

e Supposons (H,) vraie Si z € {«, 3} alors f(z) = z. Comme u, = uy € {«,(} alors
Unt1 = f(un) = up = ug. Done (H, 1) est vraie.

b . Soit X et Y deux réels distincs, on a

aX+b aY +b
cX+d Y +d
(X —=Y)(ad — bc)
(cX 4+ d)(cY +d)

fX)=fY) =

On a alors

Un+1 — ﬁ

Up+1 — &

flun) = f(B)
f(un) - f(a)
(un —p)(ad—bc)
(cun+d)(cf+d)
(un,—a)(ad—bc)
(cun+d)(ca+d)

ca+du, — 0
cf+du, —a
= qUn

Un+1 -

Donc (Uy)nen est une suite géométrique de raison q.



ca+d
cB+d

c . Puisque (U,)nen est une suite géométrique de raison q = et de premier terme

Uozwona

ug—«
u —0 (ca+d\"
U, =
ug —a \cB+d
Par définition de U,, on a U,, = Z”:g donc Uy, (u, —a) = u,, — 3 ce qui donne w,, (U, —1) = aU, —f
d’ou u,, = %L__lﬁ Il est & noter que pour tout entier n on a U, # 1 sans quoi on aurait o = 3.
Ainsi
aU, — 0
Uu. = ————
U, —1
Ainsi on obtient n
-8B +d
=t (xd)" g
Uy =

a . Notons (H,) 'hypothése u, = ug. Raisonnons par récurrence.

e (Hp) est vraie.

e Supposons (H,) vraie Si x = « alors f(z) = z. Comme u, = ug = « alors up+1 = f(u,) =
Uy, = ug. Donc (H,,+1) est vraie.

b . Soit X et Y deux réels distincs, on a montré que

(X =Y)(ad — bc)

JX) = f¥) = (X +d)(cY +d)

or Upy1 = 4f(un)1_f(a) donc

U on = (cup, + d)(ca + d)
" (uy, — a)(ad — be)
or A =0 donc (d — a)? — 4bc = 0 donc (d + a)? = 4bc — 4ad ainsi (d + a)? # 0 et
1 4
ad —bc  (d+a)?

en conséquence

U _ca+d cup+d
m (d+a)? u, —«
y . o . . . _ a—d _add i
d’autre part ¢ # 0 sans quoi ad = 0 ce qui est impossible donc a = %% donc ca + d = 3¢ ainsi
2 cu,+d
Un+1 = =

d+a u, —«
2 cu, —ca+ca+d
d+a Uy — Q

_ 2 (C+ca+d>
d+a Uy — O

= C—|—
d+a Uy — Q

2c 1
d+a u,—«
= U,+r

Donc (Up)nen est une suite arithmétique de raison 7.



¢ . Puisque (U,)nen est une suite arithmétique de raison r = % et de premier terme

Uy=-—-L—ona
Ug—o

1 2nc

U, =
u—a a+d

orun:a—i—U%Ldonc

Ug— a+d

6. Raisonnons par I'absurde. Supposons que (up)nen converge, alors (u, )nen a une limite réelle
I. Alors, par la question 3 on a [ racine de ¢cX? + d(d — a)X — b = 0 donc le discriminant A de ce
polynome est positif ce qui est en contradiction avec 'hypothese. Ainsi (uy,)nen ne converge pas
(sa limite est infinie ou bien elle n’a pas de limite)

Exercice I11

1. Dans cette questiononaa=1,b=1,¢= -1, d =2 donc A = —3 < 0. La question 6 de
I'exercice IT nous permet de conclure que la suite ne converge pas. On pourrait aussi utiliser la
question 2 de I'exercice II pour montrer que cette suite n’est pas définie.

2. Dans cette questiononaa=1,b=0,c=1,d=2donc A=1>0. Onaa=0et §=1.
La question 4b de I’exericice II donne

1

T —

qui tend vers 0.

3. Dans cette questiononaa=1,b=0,c=1,d=1donc A =0. On a @ = 0. La question 5b

de I’exerice II donne i

1+n

Up =

dont la limite est 0.



