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Corrigé

Exercice I

Soit x et y dans H et t ∈ [0, 1]. Par définition de f on a

f(tx + (1− t)y) = sup
i
{fi(tx + (1− t)y)}

or fi est convexe donc fi(tx + (1− t)y) ≤ tfi(x) + (1− t)fi(y), par suite

f(tx + (1− t)y) ≤ sup
i
{tfi(x) + (1− t)fi(y)}

Comme t est independant de i et que supi(Ai + Bi) ≤ supi Ai + supi Bi il vient

f(tx + (1− t)y) ≤ t sup
i
{fi(x)}+ (1− t) sup

i
{fi(y)}

d’où finalement
f(tx + (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y)

Comme, en outre, H est un espace vectoriel, il est convexe. Par suite f est convexe sur H.

Exercice II

1. Soit v ∈ C0([−1, 1]) et t ∈]0,+∞[ alors

J(u + tv)− J(u)
t

=
1
t

∫ 1

−1

[x(u(x) + tv(x))2 − xu2(x)]dx

=
1
t

∫ 1

−1

x(2tu(x)v(x) + t2v2(x))dx

=
∫ 1

−1

2xu(x)v(x)dx + t

∫ 1

−1

xv2(x))dx

ainsi

lim
x→0+

J(u + tv)− J(u)
t

=
∫ 1

−1

2xu(x)v(x)dx

donc J ′(u; v) =
∫ 1

−1
2xu(x)v(x)dx, qui est bien lineaire en v, donc J est Gateaux-différentiable en

u.

2. On cherche g ∈ C0([−1, 1]) tel que J ′(u; v) =
∫ 1

−1
u(x)g(x)dx. La fonction g(x) = 2xu(x)

convient, ainsi
∇J(u) = (x 7→ 2xu(x))



Exercice III

Soit (x, y) un point critique de f alors ∇f(x, y) = 0, or

∇f(x, y) =
(

2x + 6x5

2y + 6y5

)
ainsi (x, y) doit vérifier {

2x + 6x5 = 0
2y + 6y5 = 0

ce qui équivaut à {
2x(1 + 3x4) = 0
2y(1 + 3y4) = 0

ce qui équivaut à (x, y) = (0, 0). D’autre part

H f(x, y) =
(

2 + 30x4 0
0 2 + 30y4

)
donc

H f(0, 0) =
(

2 0
0 2

)
donc, en notant v =

(
x
y

)
il vient (D2f(0, 0)v) · v = 2‖v‖2 ≥ 0 donc (0, 0) est un minimum de f .

Il est à noter que f est coercive et convexe, l’existence du minimum etait donc garantie. Il est
à noter également que l’on peut conclure encore plus rapidement en notatant que f(0, 0) = 0 et
que pour tout (x, y) ∈ R2 on a f(x, y) ≥ 0 = f(0, 0).


