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Exercice I

1. La fonction f est C2 et

∇f(x, y) =
(

2x + 2
6y

)
et H f(x, y) =

(
2 0
0 6

)
ainsi ∀X ∈ R2 on a 〈D2f(X)X, X〉 > 0 donc f est convexe.

2. Le point (x, y) est critique si et seulement si ∇f(x, y) = 0 ce qui équivaut à x = −1 et y = 0.
Comme f est convexe, le point (−1, 0) est un minimum.

3. Considérons X0 = (−2; 1) et

d0 = −∇f(X0) =
(

2
−6

)
Posons h0(α) = f(X0 + αd0) = f(−2 + 2α, 1− 6α), il vient

h0(α) = 112α2 − 40α + 4

dont la dérivée s’annule en α = 40
224 ' 0.179, posons donc X1 = X0 + αd0 = (−1.642;−0.074).

Considérons alors

d1 = −∇f(X1) =
(
−1.284

0.444

)
Posons h0(α) = f(X1 + αd1) = f(−1.642− 1.284α,−0.074 + 0.444α), il vient

h(α) = 2.240α2 − 1.846α + 0.429

dont la dérivée s’annule en 1.845/(2 × 2.240) c’est-à-dire 0.412, ainsi X2 = (−1.113, 0.109). Or
‖∇f(X2)‖ ' 0.692 < 3

4 donc on arrète l’algorithme. Le résultat trouvé est

X2 = (−1.113; 0.109)

4. Soit g(x, y) = x, appliquons KKT. Les minima (x, y) vérifient{
2x + 2 + µ = 0
6y = 0

Soit µ = 0 et alors (x, y) = (−1, 0) donc le point n’est pas dans l’ensemble des contraintes, soit
g(x, y) = 0 et dans ce cas x = 0, par suite (x, y) = (0, 0) (et µ = −2). Le minimum est à chercher
dans l’ensemble {(0, 0)}.



5. Soit p(x, y) = 106(x+)2 où x+ = x si x ≥ 0 et x+ = 0 sinon. On peut aussi écrire

p(x, y) = 106

(
x + |x|

2

)2

on cherche à minimiser la fonction F définie par F (x, y) = f(x, y) + p(x, y).
On part de X0 = (−2, 1), la direction de descente est

d0 =
(

4000002
−3

)
h(α) = F (−2 + 4000002α, 1− 3α) ={

(−2 + 4000002α)2 + 3(1− 3α)2 + 2(−2 + 4000002α) + 1 si α < 2
4000002

(−2 + 4000002α)2 + 3(1− 3α)2 + 2(−2 + 4000002α) + 1 + 2.106(−2 + 4000002α) sinon

Le minimum de cette fonction est atteint en α = 1
2000001 ' 0.0000005 il vient

X1 = (−.000001, .9999985) ' (0, 0)

Exercice II

1. La fonction ϕ a les propriétés suivantes

• Elle est symétrique puisque

ϕ(A,B) =
n∑

i=1

n∑
j=1

Ai,jBi,j =
n∑

i=1

n∑
j=1

Bi,jAi,j = ϕ(B,A)

• Elle est linéaire en la première variable, en effet soit A′ ∈M et λ un réel alors

ϕ(A + λA′, B) =
n∑

i=1

n∑
j=1

(Ai,j + λA′i,j)Bi,j

=
n∑

i=1

n∑
j=1

Ai,jBi,j + λ
n∑

i=1

n∑
j=1

A′i,jBi,j = ϕ(A,B) + λϕ(A′, B)

Comme ϕ est symétrique, elle est également linéaire en la deuxième variable, donc elle est
bilinéaire.

• Elle est positive puisque ϕ(A,A) =
∑n

i=1

∑n
j=1 A2

i,j ≥ 0

• Elle est définie puisque ϕ(A,A) = 0 entraine
∑n

i=1

∑n
j=1 A2

i,j = 0 entraine Ai,j = 0 pour
tout i et j donc A = 0.

En conséquence, ϕ esr un produit scalaire sur Mn.

2. Soit λi une valeur propre de A. Soir ui un vecteur propre associé alors (I+tA)ui = ui+tAui =
ui + tλiui = (1 + tλi)ui donc 1 + tλi est une valeur propre de I + tA. Réciproquement, si t est
non nul et que 1 + tλ est une valeur propore de (I + tA) alors λ est une valeur propre de A. Le
determinant d’une matrice est le produit de ses valeurs propres donc

det(I + tA) =
n∏

i=1

(1 + tλi) = 1 +

(
n∑

i=1

λi

)
t + g(λ1, . . . , λn)t2

en posant f(A) = g(λ1, . . . , λn), en en remarquant que la trace d’une matrice est la somme de ses
valeurs propres, il vient

det(I + tA) = 1 + t tr(A) + t2f(A)



3. Soit t > 0, alors

det(I + tA)− det(I)
t

=
1 + t tr(A) + t2f(A)− 1

t
= tr(A) + tf(A)

donc limt→0+
det(I+tA)−det(I)

t = tr(A). Comme tr est linéaire, il vient que det est Gateau-dérivable
en I.

4. Notons δj
i le symbole de Kronecker qui vaut 0 si i 6= j et 1 si i = j, alors

tr(A) =
n∑

i=1

Ai,i =
n∑

i=1

n∑
i=1

Ai,jδ
j
i = ϕ(A, I)

ainsi det′(I;A) = ϕ(A, I) donc ∇ det(I) = I.

Exercice III

Considérons f(x, y) = x4 + y4 et C le complémentaire du disque ouvert de centre O et de rayon√
2. On notera PC la projection sur C. On a

∇f(x, y) = 4
(

x3

y3

)
Considérons X0 = (2, 3) alors

d0 = −∇f(X0) = −4
(

8
27

)
La recherche linéaire de Curry donne α = 0.034, par suite X̃1 = (0.912,−0.672). Ce point n’est
pas dans C car sa distance à l’origine est 1.14. La projection PC revient à considérer l’homothétie
de centre O et de rapport

√
2/1.14, il vient X1 = PC(X̃1) = (1.142,−0.834).


