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Feuille d’exercices 1

Fonctions convexes

Exercice I

Démontrer que la somme d’un nombre fini de fonctions convexes est convexe. Ce résultat reste-t-il
vrai si on supprime I’hypotheése “fini”.

Exercice I1

On considere ’ensemble E des fonctions u pour lesquelles u? est intégrable sur [0, 1], et J I’applica-
tion définie de E dans R* par J(u) = fol u?.

1. Soit v € E, calculer la Gateau-différentielle de J en u, dans la direction v.

2. La fonction J est-elle Fréchet! différentiable ?

Exercice 111

Soit E C R? non vide, et xg la fonction indicatrice de E, c’est-a-dire la fonction définie de R?
dans {0; +oo} par
xe(z) =0 siz€eE
{ xe(z) = +00 sinon

1. Soit A le disque centré en (0,0) de rayon 1. Montrer que la fonction x4 est une fonction
convexe.

2. Soit B le cercle centré en (0,0) de rayon 1. Montrer que la fonction xp n’est pas une fonction
convexe.

3. Montrer que E est convexe si et seulement si xg est convexe.

I Maurice Fréchet, mathématicien Francais du XXe siécle, introduit en 1906 le concept d’espace métrique. I
apporta des contributions majeures en topologie, statistiques, probabilités et calcul des variations.

Maurice René Fréchet (1878-1973)



Exercice IV

Soit E un espace vectoriel normé, et N une norme sur E. L’application N est-elle convexe ?

Exercice V

Soit H un espace de Hilbert, £ un convexe de H et J une application de E dans R, Gateaux-
différentiable sur E.

1. Montrer que si J est convexe alors

V(u,v) € Hx H, J(v) > J(u)+VJ() - (v—u)

2. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice VI
Soit A une matrice symétrique réelle n x n dont le spectre p est inclus dans ]0, +oo].
1. Montrer que
Ja >0, Yo € R, Av-v > alv]]?
2. Quelle est la relation entre a et p

3. Le résultat reste-t’il vrai si on remplace R® par un Hilbert H quelconque et A par une
application linéaire sur H ?

Exercice VII

Soit J une fonction C! de R dans R™ vérifiant
Ja >0, V(z,y) € R" xR, (VJ(2) = VJI(y)) - (z —y) > allz —y|]?

Montrer que J admet un minimum sur R”.



