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Corrigé

Exercice I
Soit L la fonction définie sur R® par

Lz,y,z, \p) =+ 2y —ANoz+y+2—1) — puy® + 2% — 4)

on a
1-X
2—X—2yu
VL(QT,y,Z,A,,U,) = _’\_2'2“
—(zr+y+2z-1)
—(y* +2° = 4)
ainsi (z,y, 2, A, ) est point critique de L si et seulement si
1-A=0
2—A—2yu=20
—“A—2zp=0
z+y+z=1
y2 +22 =4
si et seulement si
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si et seulement si
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D’autre part
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Les valeurs propres de la premiere matrice sont négatives et les valeurs propres de la premiere
matrice sont positives. Ainsi (1, —+/2,v/2) est un maximum est les multiplicateurs de Lagrange

2\1/5 pour la premiere et la seconde contrainte, d’autre part

(1,/2, —v/2) est un minimum est les multiplicateurs de Lagrange associés sont respectivement 1
et —ﬁ pour la premiere et la seconde contrainte.

Exercice 11

b, Le paint (403

Exercice 111
1. Considérons le gradient G de cette fonction
f:R = R
(r,y) — 2’y+ay’—4dzy+1

_ [ 2zy+y’ -4y

Gla.y) = ( z% 4 2zy — 4z
les point critiques de f sont donc les points (z,y) tels que
22y + 9% — 4y =0
224+ 2zy —4 =0

c’est-a-dire tels que
y2x+y—4)=0
z(z+2y—4)=0

c’est-a-dire tels que

sz +2y—4)=0 z(r+2y—4)=0



c’est-a-dire tels que

y=0 ou y=—2$+4
z=0ouzx=4 z(-3z+4)=0

c’est-a-dire tels que (z,y) € {(0,0), (4,0), (0,—4),(4/3,4/3)}.
La matrice hessienne en (z,y) est

[ 2y 2z + 2y — 4
H(z,y) = ( 2c+2y—4 2z )

H(0,0) = ( 0_4 54)
H(4,0) = (Z g)

H(0,4) = (2 g)

H(4/3,4/3) = ( ig ‘;g )

Pour les trois premieres matrices, les valeurs propres sont de signes contraires pour la troisieme
les deux valeurs propres sont positives, ainsi seul (4/3,4/3) est un minimum.

ainsi

2. Considérons Xg = (1;2). On a

donc

soit alors h(a) = f(1,2+ 3a) on a
h(a) = (24 3a) + (2 + 3a)® —4(2 + 3a) + 1
h(a) = (2+3a)(-1 + 30)
h(a) = 9a* + 3a — 2
ainsi A'(e) = 18a + 3 donc la méthode de Curry donne a = —3. Par suite X; = (1;3/2)
3. On propose algorithme suivant
e k=0

e zo=1,y0=2

Tant que V f(zg,yr) > €nixs faire
— Calculer dy, = =V f(xk, yx)
— Soit h(a) = f((z,yx) + ady)
— Soit a = min{a > 0 t.q. h'(a) = 0}
— (@k+1,Ykt1) = (@k, Yr) + ardy
- k=k+1

Retourner le point (zx,yx)



Exercice IV

1. Pour tout entier ¢ de [1,n] considérons f;(a,b,c) = (y;— (az?+bz;+c))?. La matrice hessienne
est

2w;-1 0 0
0 227 0
0 0 2

donc f; est convexe, et f = Y"1 | f; est une somme de fonctions convexes donc convexe egalement.

2. Ona
z?(az? + bz; +c)
Vfi(a,b,c) = =2 | =zi(az? + bz; +c)
az? +bx; +c

az} + bz + cx?
-2 | ax? +bx? + cx;
az? + bx; + ¢

OrVf=>",6Vf; donc
az® + ba® + cr?®
Vi(a,b,c) = —2n aﬁ—}— bx? + cx
ar? +bT +c

Ainsi si (S) a une solution unique alors f admet un seul point critique (a,b,c) solution de ce
systeme. Comme la fonction est convexe, ce point réalise le minimum.

3. Ona Ml(—3, —4), MQ(—1,2), M3(1,2) et M4(3,0) donc

8= (81+1+1+81)/4=282/2=141

3= (-27T—141+27)/4=0
2= (9+14+1+9)/4=5
T=(-3-1+1+3)/4=0
22y = (=36 +2+2)/4=—-32/4= -8
Tg=(—12-2+2)/4=-3
g=(-44+2+2)/4=0

Or .
41 0 5] 5 0 -25
1
0 5 0 = — 0 16 O
80
5 0 1 —-25 0 205
donc
5 0 -25 -8 —40 -1/2
1 1
be)=— 0 16 0 -3 | == —48 = 3/5
-25 0 205 0 8 x 25 —5/2

Ainsi la parabole cherchée est d’équation y = —32° + 2z — 2.



